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Рассмотрим квазистатическую  задачу термоупругости для цилиндра Rr1( , 
)z , свободного от внешних усилий, который на части внешней поверхности 
нагревается тепловым потоком zq , независящим от угла . Начальная температура 
цилиндра T  принята равной нулю. 
Напряженное состояние цилиндра описывается уравнениями Бельтрами -Мичела 
и равновесия [1].В этих уравнениях вместо напряжений zzrr ,,  и температурыT  
введем в качестве новых неизвестных их линейные комбинации : 
;rr1 T  ;rr1 T  .2
1 Tg zzrr  (1) 
Тогда 
;5,0 21rr  ;5,0 21 T  .2 Trr  (2) 
Величины  и  равны: ,1
1
E ,12 где – коэффициент 
линейного расширения, E  – модуль Юнга, – коэффициент Пуассона. Перечисленные 
параметры полагаются независящими от температуры.  
Из условий совместимости деформаций в напряжениях и формул (1) для 
функций grz ,,, 21  получены дифференциальные уравнения: 
;2 ,,1
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Запятые на уровне индексов означают частное дифференцирование по координатам, 
указанным после них. 
Граничные условия для (3) – (5) таковы : 
;0,, 21 zRzR  .0, zRrz  (7) 
;0,1,1 21 zz  .0,1 zrz  (8) 
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которые следуют из уравнений равновесия при осесимметричном деформировании. 













где – коэффициент теплопроводности, a - коэффициент температуропроводности. 
От уравнений (3) – (6), (8), (9) перейдем к соответствующим равенствам для 












2 TTgg  (13) 
;21 2
'1'' Tigirzrzrz  (14) 
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1 Ti rz  (16) 
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где 2ta , - параметр преобразования Фурье.Здесь и далее штрихи означают 
дифференцирование по , черта над символами означает преобразование Фурье.  
Граничные условия для (12) – (14) таковы: 
;0Rrz  .021 RR  (20) 
;0rz  .021  (21) 







Решение уравнения (15) ,00 BKAIg  подставим в уравнения (12) – 
(14) и, применив метод вариации произвольных постоянных, запишем их общие 
решения: 
;10101011 sKBIAKBIA  (23) 
;21122222 sKBIAKBIA  (24) 
.3001313 sKBiIAiKBIArz  (25) 
;2011 RKRITs  (26) 
;22121 TRKRIs  (27) 
;21113 RKRIis  (28) 
 
 
где .2,1,0,, nKI nn  - модифицированные функции Бесселя.  
Величины 
21 ,RR в формулах (26) – (28) равны: 
;
'
11 dTKR  .
'
12 dTIR  (29) 
Функции grz ,,, 21  будут тождественно удовлетворять уравнениям (15), (16), 
если константы kk BABA ,,, , 3,2,1k связаны равенствами: 
.3212 AAA  .3212 BBB  (30) 
;2 13 iAiAA  
;2 13 iBiAB  (31) 
 
С учетом (31) и рекурентных соотношений[2], перепишем  в виде 
.3211111 sBfAfKBIAirz  
(32) 
где ,121 IIf   .122 KKf  




21432111 ssBgAggBgArr  (33) 
Здесь обозначено  
;21
1
1 IIg   ;3 213 IIg  
;21
1
2 KKg   .3 214 KKg  
Еще четыреалгебраических уравнения для вычисления этих констант 
получаются из равенств (32), (33), если rz  и rr  подчинить граничным условиям (20) – 
(21). 




21432111 RsRsRBgRAgRgBRgA  (35) 




21432111 ssBgAggBgA  (37) 
 
 
Чтобы вычислить интегралы в (29), нужно прежде из (19),(22) найти 
преобразование Фурье температуры, вычисление которых целесообразно проводить 
методом прогонки.  
 
 
Определив числа kk BABA ,,, , ,3,2,1k из системы (34) – (37) находимвеличины
rz,, 21 из уравнений (23) – (25),через которые выражаются Фурье-образы  







tzr jkjk .,,, zrkj  (38) 
Интегралы (38) вычисляются численно. 
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